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RESUMEN

El presente articulo constituye un avance del proyecto de investigacion, Evaluacion y Comparacion de Modelos
de Solucién a Problemas de Ingenieria, del grupo de Energética de la FUAC. En la formulacién de modelos
matematicos para la descripcion, simulacion y analisis de variedad de fenémenos de interés en el campo de la
ingenieria, se tiene predileccién por sistemas de ecuaciones diferenciales, cuya validez en determinada region
esta sujeta a la observancia de condiciones limite o iniciales. No obstante la solucién analitica de estos sistemas
es posible solo para sus formas mas simples o con limites triviales, teniendo por lo tanto que recurrir a soluciones
aproximadas de las cuales su conformidad debe ser objeto de evaluacion. En este trabajo se presentan y
comparan entre si dos métodos numéricos de aproximacion, diferencias finitas y residuos ponderados,
aplicados a la solucién de modelos de problemas tipo ingenieria representados con ecuaciones diferenciales.

Palabras clave: Modelos de ingenieria. Ecuaciones diferenciales. Condiciones limite. Diferencias finitas.
Residuos ponderados. Funciones de ensayo.

ABSTRACT

This article is a preview of the research project, Evaluation and Comparison of Models for Solving Problems of
Engineering, Energy Group of the FUAC. In the formulation of mathematical models for description, simulation
and analysis of a variety of phenomena of interest in the field of engineering, it has a predilection for systems
of differential equations, whose validity in a given region is subject to the enforcement of boundary conditions
orinitial. Howeverthe analytical solution of these systems is available only to its mosts impleor trivial limits,
thereby having to resort to approximate solutions which conformity must be evaluated. In this paper we present
and compare eachapproach about two numerical methods, finite difference and Trial Function-weighted residual
forms, applied to solving engineering type problems.

Keywords: Engineering Mathematical models. Differential equations. Boundary conditions. Finite difference
method. Weighted residual forms. Trial functions.

*  Convocatoria 015 de 2009, grupo de investigacion: energética y Universidad Autonoma de Colombia.
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1. INTRODUCCION

as ecuaciones diferenciales son amplia-

mente utilizadas en todas las ramas de

ingenieria para modelar fenémenos fisi-
cos. Se caracterizan por tener una o mas varia-
bles dependientes relacionadas con una o més
variables independientes. Por lo general estan
acompafiadas de unas condiciones iniciales,
como restricciones de frontera o derivadas
como condicién limite, que delimitan el pro-
blema que se plantea.

Se debe conocer si dicho problema tiene solu-
cion y también si la solucién es tnica, para
evaluar la respuesta se recurre entonces a los
procedimientos tradicionales. Existen casos
para los cuales no se puede hallar una solucion,
cuando se tienen geometrias complejas, por lo
tanto se debe recurrir a los métodos numéricos
para encontrar la respuesta aproximada.

Los métodos numéricos son ampliamente utili-
zados en la solucion de modelos matematicos,
su gran difusion se debe al hecho de que con-
ducen a expresiones algebraicas sencillas muy
faciles de manipular con herramientas compu-
tacionales modernas.

En este articulo, para modelos de ecuaciones
diferenciales que se pueden resolver analitica-
mente, se obtendran también soluciones uti-
lizando diferentes métodos de aproximacién
numérica, con el objeto de compararlas y eva-
luar el error que se genera.

2. CASOS DE INGENIERIA QUE SE PLANTEAN
CON ECUACIONES DIFERENCIALES

En ingenieria, variedad de situaciones se mode-
lan con ecuaciones diferenciales, por ejemplo,
aplicaciones en: mecanica de sélidos y de flui-
dos, problemas hidrodinamicos, vibraciones
mecanicas, procesos de difusién, comporta-
miento actistico de los materiales, transferencia
de calor, electromagnetismo y otros. Algunos

casos restringidos a aplicaciones unidimensio-
nales se describen a continuacion.

2.1. Mecanica de solidos

Los conceptos y las teorias clasicas de la meca-
nica de sdlidos se encuentran formulados en
forma diferencial e integral, en la amplia biblio-
grafia disponible acerca del tema. Con el objeto
de mostrar la aplicacion de las ecuaciones dife-
renciales enla modelacién de fenémenos fisicos,
se presentan aqui algunos conceptos basicos.

Cuando se aplica una carga sobre un sélido o
una estructura, se inducen esfuerzos que, por
lo general, no son uniformes, causando defor-
maciones o desplazamientos. En estructuras
como las armaduras, caracterizadas por ele-
mentos cuya longitud prima sobre las otras dos
dimensiones, articulados entre si y cargados de
forma tal que se pueden considerar sometidos
a esfuerzos estrictamente axiales, el modelo
matematico que representa su estado es:

EA=— +F,, =0 (1)

Donde A es la seccién transversal, E el moédulo
de elasticidad del material, u# el desplazamiento,
x la posicién respecto a un sistema de referencia
y F es la fuerza externa aplicada.

Un modelo similar se formula para representar
la deflexiéon y de una viga, cuya seccién tiene
momento de inercia I, que estd sometida a una
carga externa, que da origen a un momento
flector M. En este caso la ecuacién correspon-
diente es:

dzy
dx?

EI

_M(x):() (2)

Las dos situaciones tienen condiciones de fron-
tera que se presentan como restricciones de
desplazamiento en los apoyos.
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2.2. Transferencia de calor

Para el problema de conduccién de calor uni-
dimensional, la formulacién matemaética esta
dada por:

d2
k.—‘f+Q(x) ) 3)

En esta ecuacién, k es la conductividad tér-
mica del material (por lo general es una cons-
tante), ¢ es la distribuciéon de temperatura
a una distancia x y Qu es la generacién de
calor en el cuerpo. La temperatura en alguna
posicion se toma como condicién inicial del
problema.

2.3. Vibraciones mecanicas

Una vibracién mecénica es un movimiento que
se repite en forma periddica en el tiempo. Son
muchas las situaciones fisicas en las cuales las
particulas o sistemas de cuerpos rigidos poseen
un movimiento periédico a causa del sistema de
fuerzas externas o de la configuracion geomé-
trica. El estudio de las vibraciones mecanicas
es importante, debido a que deben mantenerse
bajo control, porque condiciones extremas tie-
nen efectos catastréficos sobre maquinas y
equipos (Chiang, 1999).

Los sistemas vibratorios pueden ser descritos
por modelos mateméticos que ademas de los
pardmetros del sistema, consideren las condi-
ciones iniciales y caracteristicas de las cargas
solicitantes. En general el movimiento vibrato-
rio, esta representado por uno de los siguien-
tes casos, que tienen en cuenta condiciones de
frontera.

Vibracion libre sin amortiguamiento:

d?x

— X = 4
mdt2+kx 0 4)

Vibracién libre con amortiguamiento:

d2x+ dx+k o )
m.—m e X =

Vibracién forzada sin amortiguamiento:

X kx=F
m. dtz X = (6)

Vibracion forzada con amortiguamiento:

d2x+ dx_l_k _r o
m—g e X =

En las ecuaciones 4 a 7, m es la masa oscilante
con elongacién x en el tiempo t, C es el coefi-
ciente amortiguamiento del sistema, k es su
rigidez y F es la carga externa de excitacién del
sistema.

2.4. Procesos de difusion

La difusién se define como el proceso en el cual
la materia es transportada a través de la mate-
ria (Smith). Es muy importante en los metales
debido a las reacciones que involucran movi-
miento atémico, como en los procesos de car-
buracién o nitruracién.

Para algunos casos el modelo es representado
con la siguiente expresion:

®)

dc, d (D dCx)
dt  dx\ dx

C, representa la concentracion del elemento a la
distancia x de la superficie en el tiempo t; D es el
coeficiente de difusion del elemento soluto que
difunde. Las condiciones de frontera tienen que
ver con la concentracion inicial del elemento en
la superficie.

La solucién analitica es el mejor camino para
explicar los problemas planteados, pero es difi-
cil de obtener cuando se tienen regiones irre-
gulares (los limites son imposibles de describir
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matemdaticamente), o si los materiales son dife-
rentes o anisotrc’)picos, en este caso se recurre a
métodos numéricos para obtener una soluciéon
aproximada.

3. METODOS DE APROXIMACION

El objeto de aproximar la solucion de ecua-
ciones diferenciales es encontrar una funcion
o algunos puntos discretos que satisfagan las
derivadas en una regioén dada.

Los métodos numéricos mas utilizados se basan
en la discretizacion del espacio, lo que convierte
una ecuacion diferencial en una expresion alge-
braica dada por un sistema lineal de ecuacio-
nes, donde las variables que se despejan son los
valores solucion.

Se han desarrollado técnicas generales que se
aplican a las ecuaciones diferenciales como la
aproximacion por diferencias finitas, los proce-
dimientos que utilizan residuos ponderados y
funciones de ensayo o las técnicas de aproxima-
cion a partir de funcionales.

Se examina a continuacién la aplicacién de dos
métodos numéricos de aproximacién, diferen-
cias finitas y residuos ponderados con funcio-
nes de ensayo. Sus soluciones seran objeto de
comparacién y evaluacion.

3.1. Método de diferencias finitas

La técnica de diferencias finitas se basa en hacer
aproximaciones que permitan reemplazar las
ecuaciones diferenciales por ecuaciones en dife-
rencias finitas, que son expresiones algebraicas,
cuyas soluciones se relacionan con puntos espe-
cificos en el dominio del problema.

La aplicaciéon del método requiere inicialmente
la discretizacion del dominio del problema en
elementos iguales. En el caso unidimensional
divide la variable x en n elementos de longitud
Ax, esto da como resultado L+1 nudos.

A partir del teorema de Taylor:

dg A d¢
= ¢, +Av) — Px +Ax— x=x t—
¢(X1_+| ) ¢(-‘L Ax) ¢(' L) dx X=Xy 2 de

©)

Se plantea la solucién de la derivada en el nudo
x=xt (en adelante se llamara nudo L), a partir de
las siguientes expresiones:

Para la primera derivada

% _ ¢L+1 — ¢L
dx |* Ax (19)
Para la segunda derivada
d2?|L :¢L+1_2¢L2+¢L—1 (11)
dx Ax

Se reemplazan en la ecuacion diferencial del
problema y se obtiene un sistema lineal de ecua-
ciones, que se soluciona utilizando la aplicaciéon
matricial de las hojas de cédlculo disponibles.

Si se tienen en cuenta las condiciones en la fron-
tera se obtiene un sistema de n-1 ecuaciones con
n-1 incégnitas. Es conveniente tener en cuenta
que el Método Diferencias Finitas da la solu-
cion del problema en los puntos de la malla,
pero entre punto y punto no hay informacién,
aunque, en este caso se puede hacer una inter-
polacién lineal.

3.2. Funciones de ensayo y residuos
ponderados

El método propone como solucién para la ecua-
cién diferencial del problema el polinomio:

(b=<p+Zam.Nm (12)

m=1

En el cual n define el tamafio del polinomio, ¢
es la ecuacion de la recta que une las fronteras,
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N, son las funciones de ensayo (deben cumplir
con la condicién que valgan cero en las fronte-
ras) y a,, son los pardmetros de aproximacion.

Para evaluar los pardmetros de aproximacion se
minimiza el residual R mediante la integracion
en el dominio del problema planteado, aqui se
utiliza la funcién de ponderaciéon Wi que tiene
la misma forma de las funciones de ensayo:

J W,.R.dQL=0 (13)
Q

Los métodos anteriormente descritos se utili-
zan para comparar el grado de aproximacion,
respecto a la solucién que se obtiene mediante
procedimientos analiticos, de algunos proble-
mas formulados con ecuaciones diferenciales,
en un dominio especifico y sometido a condi-
ciones de frontera.

4. APLICACIONES
4.1.Caso 1

Una comparacién inicial presenta la aplicaciéon
del método diferencias finitas para aproximar
la solucién del problema de vibracién libre sin
amortiguamiento, con derivada como condi-
cion limite, dada por la expresion

d?x
F +16x =0 (14)

Sujeto a las siguientes condiciones: en t=0 el
desplazamiento es x=10y la velocidad inicial es
dx

a0

La solucién analitica del problema es:

Xy = 10.cos4t (15)

De acuerdo con el método de diferencias fini-
tas, para una discretizaciéon Ax =0, 1 en el domi-

nio [0,2], se obtienen L=21 nudos. La expresion
algebraica que resulta al desarrollar la solucién
de la ecuacion diferencial planteada en un nudo
L esta dada por:

100.x;_; — 184.x;, + 100.x,,, = 0 (16)

El despliegue de esta expresiéon a todos los
nudos del dominio arroja un sistema lineal de
20 ecuaciones con 21 incégnitas, se introducen
las condiciones iniciales planteadas, para llegar
finalmente a un sistema con 20 ecuaciones y 20
incégnitas, aqui se soluciona utilizando la apli-
caciéon matricial de Excel.

La expresion gréfica de la soluciéon exacta y
la aproximaciéon por el método de diferen-
cias finitas en los nudos evaluados se pre-
senta en la figura 1. La curva error estd dada
por la diferencia entre la solucién exacta y la
aproximada.

15

10

-10

-15

=t Aproximada =-®-- Exacta

Figura 1
Solucion exacta y aproximada del problema
planteado, el error esta dado por la diferencia entre
las soluciones encontradas

Otra situacion para el problema planteado, con
condiciones de frontera diferentes, en =0 el
desplazamiento es x=10 y con velocidad inicial

X
igual a—— = —10; la soluci6n analitica es:

dt

Xy = 10.cos4t — 2,5.sen4t (17)
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La aproximacién utilizando el método de dife-
rencias finitas, para la misma discretizacion y
en el mismo dominio, conduce a la expresion
algebraica planteada en la ecuaciéon 16. El des-
pliegue a todos los nudos evaluados, para las
condiciones de frontera planteadas, genera un
sistema lineal de ecuaciones que se soluciona
en Excel.

15

-10

-15

=t Aproximada

-=a== Exacta

Figura 2
Solucion exacta y aproximada para la segunda
situacion planteada

La expresion grafica de la soluciéon con el
método propuesto y su comparacion res-
pecto a la solucién analitica se muestra en la
figura 2.

4.2. Caso 2

Se comparan los dos métodos propuestos para
un problema planteado con condiciones de
frontera. En este caso se propone el modelo:

A0 do
- 4 = 18
o+ 40 =0 (18)

Con las condiciones limite x=0 ®@=0 y en x=1
D=1

La solucién exacta para el problema es:

eXx
Py =7 (19)

La aplicaciéon del método diferencias finitas,
para una discretizaciéon Ax=0.1 en el dominio
[0, 1.5], la expresioén algebraica que se obtiene
es:

100. ®L—1 - 156. Q)L + 60. ®L+1 == 0 (20)

De acuerdo con las condiciones de frontera la
solucién en el nudo L=0 es cero y en el nudo
L=10 es 1, el despliegue de la expresion alge-
braica a todos los nudos del problema arroja un
sistema lineal de 14 ecuaciones con 14 incogni-
tas. La representacion gréfica de la solucién se
muestra en la figura 3.

La aplicacién de las funciones de forma y resi-
duos ponderados propone como soluciéon un
polinomio de la forma de la ecuacion 12. En este
caso la ecuacioén de la recta que une las fronte-
ras es @=x. Las funciones de ensayo son polino-
mios de la forma Nm = x™(1 — x)

Los pardmetros de aproximacion se obtienen
de la minimizacién del residual. En este caso se
llego a un sistema de 4 ecuaciones para obtener
4 parametros, a partir de la expresion matricial
(K ml{am} = {f1L}, los subindices L y M toman
valores desde 1 hasta 4.

Las matrices Kim y fi estan dadas por:

M(M—1) 4M+M(M +1)

KLM

“lrym-1 L+M
4(M + 2) 4 ]
L+M+1 L+M+2
IR 1
=412 1)

En la figura 3 se muestran los resultados gra-
ficos de los dos métodos utilizados para
aproximar el problema, se hace la compara-
cion con la solucién exacta. Es conveniente
notar que entre los limites dados por las con-
diciones de frontera [0,1] se obtiene la mejor
aproximacion.
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Figura 3
Comparacion de las soluciones utilizando los métodos
de aproximacion planteado, en el dominio [0,1.5]

La evaluacion del error respecto a la solucion
analitica de los dos métodos, en el dominio [0,1]
se presenta graficamente en la figura 4.

0,1

0,08 /-\
0,06 / \
0,04 / \
oo L \
0 1/ \
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

ay . g . .

-0,02

~—— E-D Finitas ——s—E.R Ponderados

Figura 4
Error de las soluciones aproximadas respecto a la
encontrada analiticamente, en el dominio [0,1]

La figura 4 muestra que el error, evaluado en
el dominio, es considerablemente mds pequefo
utilizando el método de residuos ponderados
(del orden de 10*) comparado con el método

diferencias finitas (10?) respecto a la solucion
exacta. Para valores mayores de uno, el error
crece considerablemente y la aplicacién de los
métodos no es confiable.

CONCLUSIONES

Los métodos de aproximacién constituyen una
herramienta valiosa para el desarrollo teérico
de problemas presentes en ingenieria. Su aplica-
cion requiere de una adecuada formulacion del
modelo matematico, cualquier error o inconsis-
tencia puede arrojar resultados falsos que no
son consistentes con el desarrollo tedrico.

Se observa que la aplicaciéon de diferencias
finitas cuando se tiene derivada como con-
dicién limite genera un error grande, en este
caso es conveniente recurrir a otros métodos
de aproximacién que no se describieron en este
articulo.

Para los dos métodos desarrollados se observa
que el error es menor cuando se hace la aproxi-
macion entre los limites que definen el pro-
blema, la evaluacién en un dominio mayor al
definido presenta un comportamiento con un
error significativo.

Las herramientas computacionales modernas
se convierten en una ayuda valiosa para acele-
rar los procesos de investigacion relacionados
con el tema propuesto, facilitan la exploraciéon
de alternativas en este campo.

Se hizo una revision inicial de los métodos pro-
puestos, en ningtin momento se puede afirmar
que sean aplicables a todos los casos que se
planteen, por lo tanto es conveniente continuar
con la evaluacién aplicando la metodologia a
situaciones diferentes.
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