MODELAMIENTO, DISENO Y SIMULACION DE
UNSISTEMA DE CONTROL PARA UN SISTEMA
DE PENDULO DOBLE INVERTIDO. (SPDI)

Resumen:

En este articulo se presenta el modelamiento matemdtico, el disenio y simulacion de un sistema de control para un sistema de
péndulo doble invertido, (SPDI), de modo que pueda mantenerse en la posicion vertical invertida ante posibles perturbaciones, de
acuerdo con la propuesta de proyecto de tesis de maestria en ingenieria electronica. El modelamiento matematico se fundamenta
en las ecuaciones de Euler-Lagrange encontradas especificando el lagrangiano como la diferencia de la energia cinética y la
energla potencial del sistema de péndulo doble invertido montado en un carrito que se desplaza en un riel horizontal, obteniendo
un sistemas de tres ecuaciones diferenciales de segundo orden, que se transforman a un formato de seis ecuaciones diferenciales
ordinarias de primer orden. La estrategia de control seguida ha sido la de un sistema de control dptimo que minimiza un funcional
de costo cuadritico probando un regulador lineal cuadritico (LQR). La simulacion presenta un adecuado desempeno para el
sistema de LQR, alrededor del punto de operacion del sistema: posicion vertical invertida del péndulo doble; ante desviaciones
de dicha posicion. La simulacion igual nos presenta un comportamiento tanto del modelo linealizado, como del modelo no
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lineal totalmente aceptable.
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1.- INTRODUCCION

1.1.- Presentacién

N

en lo que se refiere a andlisis y disefio de sistemas de control, por
ello elegimos como sistema de estudio un sistema de péndulo
doble invertido (SPDI). El SPDI representa un problema muy
interesante desde el punto de vista de control ya que permite

os proponemos con este trabajo la aplicacién de los
conocimientos adquiridos en los diversos estudios
correspondientes a la maestria en ingenierfa electronica,

involucrarnos en varias de las dificultades asociadas con los
problemas de control de los sistemas dindmicos, a su vez presenta
particular interés académico, porque permite la aplicacién de
diversas técnicas de control e ilustrar su comportamiento.

El péndulo simple invertido (PSI) es usado en laboratorios de
control para demostrar la efectividad de los sistemas de control
en analogfa con el control de muchos sistemas reales, [1], [2]
dada la conveniencia en investigar y verificar diferentes métodos
de control para sistemas dindmicos con no-linealidades de
orden superior. Controlar del SPDI, ademds de considerar el
desplazamiento del carrito, exige considerar la dindmica de dos
péndulos y esto aumenta la complejidad del problema.

El SPDI es un sistema dindmico sub-actuado que tiene menos
entradas de control que grados de libertad (DOF). Hay muchos
sistemas similares al SPDI, como el Acrobot, el Pendubot, el
robot de gimnasta de tres-eslabones, el péndulo triple invertido,
etc. El SPDI también es diferente del péndulo invertido doble
rotante. El SPDI pertenece a la clase de sistemas mecdnicos
sub-actuados que consiste en tres sistemas interconectados (dos
péndulos y un carrito) con un sélo actuador: una fuerza usada
para controlar tres grados de libertad.

1.2.- El Sistema de Péndulo Doble Invertido

Desde la década de los 70, la dindmica y control de péndulos
invertidos ha llamado mucho la atencién. Existe una bibliografia
extensa sobre estabilizacién [10] de péndulos simple [6], [7], de
péndulos dobles [1], [3], [4], y péndulos triples [5] invertidos. Hay
varios estudios sobre el swing-up (balanceo-arriba) de un péndulo

simple invertido y del péndulo doble invertido [5], [7].

Desde la década anterior la dindmica y control de mecanismos
sub-actuados ha estado bajo investigacién. Algunos trabajos
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interesantes se han llevado a cabo en los manipuladores sub-
actuados [8], [9] y robots sub-actuados tales como el Acrobot
[11] y el Pendubot [12]. Estos trabajos muestran el control de
posicién de las junturas pasivas via su acoplamiento dindmico
con las activas. Hay varios estudios sobre trayectorias de
optimizacién para los robots industriales [13], [14], y muchos
otros sistemas totalmente actuados. Estos estudios usan métodos
de disparo y colocacién asi como la optimizacién cuadritica [15]
para obtener la solucién éptima del problema de las condiciones
de frontera. Algunos de estos estudios también se han extendido
a los sistemas sub-actuados [16], [17] y han tenido éxito con
ejemplos como el dos-DOF Acrobot, una cadena simple echada
y un siete-DOF el buzo humano.

El sistema de péndulo doble invertido es un sistema sub-actuado.
Tiene un grado de libertad (DOF) actuado y dos DOF’s no
actuados. Es diferente de todas las plantas mencionadas antes,
dado que tiene dos coordenadas pasivas generalizadas, que hace
de ¢l un desafio real para disefiar controladores.

1.3.- Objetivos

El procedimiento para el disefio de un sistema de control para
un sistema dindmico, se basa esencialmente en dos aspectos: el
primero es el andlisis del comportamiento del sistema dindmico
y el segundo es la sintesis del controlador. En el andlisis de
sistemas dindmicos se busca verificar diferentes propiedades del
sistema, en especial lo que tiene que ver con la estabilidad. El
proceso de sintesis apunta a la obtencién de un controlador que
cumpla con determinadas condiciones y garantice el desempefio
deseado del sistema dindmico. En ambas situaciones se requiere
el uso de un modelo o estructura matemdtica que formule la
dindmica del sistema dindmico de manera apropiada, o sea, que
represente el comportamiento de las variables de interés del la
manera mas cercana (conflable) a su comportamiento real.

Por ello nos hemos propuesto los siguientes objetivos:

Objetivo general. El objetivo principal es el modelamiento
matemdtico, el disefio y simulacién de un sistema de control
para el sistema del péndulo doble invertido SPDI, de modo
que pueda mantenerse en una posicién vertical invertida ante
posibles perturbaciones.

Objetivos especificos:

1. Reconocer el estado del arte del problema en el control de
un péndulo doble invertido.

2. Realizar el modelamiento matemdtico del péndulo doble
invertido.

3. Especificar requerimientos de disefo.

4. Proponer un método de control por optimizacién cuadrética
para el péndulo doble invertido

5. Validar el modelo matemdtico y sistema de control por
medio de simulacién.
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2.- MODELAMIENTO MATEMATICO DEL SISTEMA

2.1.- Descripcién del Sistema

El sistema péndulo doble invertido es un sistema no lineal e
inestable. En condiciones de su posicién de equilibrio inestable
(posicién vertical), el péndulo doble se encuentra sin los
elementos necesarios para mantener los brazos verticalmente.
El SPDI consiste en dos péndulos montados en un carrito.
Cada péndulo gira en el plano vertical sobre el eje de una
juntura articulada, definiendo dos DOFs, @1y y @2 (Fig.
2.1). No hay torque aplicado en el eje de D y de D2 qué
son dos junturas pasivas. El carrito se maneja en un riel por un
actuador que ejerce una fuerza U (Fig. 2.1) alo largo del DOF
de traslacién x. Se considerard solamente el problema en forma
bidimensional en el que el sistema de péndulo doble invertido
se mueve exclusivamente en el plano XY.

El primer péndulo tiene una masa m1 y una longitud L1, el
segundo péndulo tiene una masa m2 y una longitud L2. La masa
de cada péndulo se considera uniformemente distribuida alo largo
de su longitud, por lo tanto se asume concentrada en el centro de
masa de cada brazo, ubicado en la mitad de la longitud de cada
brazo del péndulo. Tal y como se ilustra en la figura 2.1

Figura 2.1: Sistema de Péndulo Doble Invertido

Para nuestro sistema de péndulo doble invertido consideramos
las siguientes definiciones:

Ex = energia del sistema

E, = energfa potencial del sistema

U = Fuerza externa aplicada. Ley de control

my = masa carrito

g = aceleracién de gravedad

my = masa primer péndulo

I = momento de inercia primer péndulo respecto de su ¢je de rotacion = ﬁmlﬁ
Ly =2/ =longitud primer péndulo

@ = desplazamiento angular del primer péndulo respecto de la vertical

m; = masa segundo péndulo

L, = momento de inercia segundo péndulo respecto de su ¢je de rotacién :%mzlé
L, =2/, = longitud segundo péndulo

@ = desplazamiento angular del segundo péndulo respecto de la vertical



2.2.- Ecuaciones dindmicas del péndulo doble
invertido

En nuestro caso procederemos a obtener el modelo matemdtico
del péndulo doble invertido a partir de las leyes fisicas que
gobiernan la dindmica de su movimiento. Para ello procederemos
aencontrar la energfa cinética y la energfa potencial del sistema, a
partir de las cuales obtenemos el Lagrangiano para luego aplicar
las ecuaciones de Euler-Lagrange, que nos proporcionaran las
ecuaciones diferenciales ordinarias que nos permitirdn deducir
el comportamiento dindmico del sistema de péndulo doble
invertido. Por tanto:

By = E, + By, + Bk, (1)
Ep = Epo + Epl + Epg 2)
Donde:

T Energfa cinética del carrito
Dy = "

2 L)

; 1 5 | 1 S .y
Fe ——m1'+—fw’  Energfa cinética traslacién y angular brazo 1
= r = "f
) 2

E. = Em:v; +§ Fw:  Energfa cinética traslacién y angular brazo 2

Epo = 0

Energfa potencial carrito = 0
Epl =mgy Energfa potencial brazo 1

Energfa potencial brazo 2

bipr=m, gy,

VO () Velocidad de traslacién del carrito
Vl (1) Velocidad de traslacién brazo 1
VY, @) Velocidad de traslacién brazo 2
W) Velocidad angular del brazo 1
W, (1) Velocidad angular del brazo 2

Posicién vertical del brazo 1

Y1)
Y5 (1)

Posicién vertical del brazo 2

En la Figura 2.2 podemos ver un esquema simple del péndulo
doble invertido y las variables a considerar para dicho cdlculo.
Asi tenemos:

XO (£} Posicién horizontal del carrito
Yoo Posicién vertical del carrito
.xl {t) Posicién horizontal del brazo 1

Y0

Posicién vertical del brazo 1

X, (1)
Yo
0,
0,0
Xy (1)
Yo
X, (1)
Vi
X, (1)

Va0
0,0 =w0

0,0 =m0

Posicién horizontal del brazo 2
Posicién vertical del brazo 2
Posicién angular brazo 1
Posicién angular brazo 2
Velocidad horizontal del carrito
Velocidad vertical del carrito
Velocidad horizontal del brazo 1
Velocidad vertical del brazo 1
Velocidad horizontal del brazo 2
Velocidad vertical del brazo 2
Velocidad angular del brazo 1

Velocidad angular del brazo 2

Ceniro de masa braso

Cenmro dz masgbrozo 2|

Lasen?

lisen?

Nivel de
referencia,

Figura 2.2: Sistema del péndulo doble invertido montado en un carrito.

La energfa cinética total del sistema de doble péndulo invertido es:

1 ., 1 . :
Ei= Emuxug + Eml[(xum+ [0, cosB m)

+ (519.1 s 6?391(!))2 I+ %Iﬁ.lg ®

1 . ' v 2
+ E mz[(xo 1+ [.191(:) cos 91 w+ 5292 (t) GOS 92 ()

+ (Llﬁil(:)senel(:)+ ﬁgﬁ-g (:)Sfé‘:P‘Ie2 (r))g 1+ L fgﬁ-; Ie3)

2

©)

La energfa potencial total del sistema de doble péndulo invertido es:

Ey=mgl cosB, +m,g(L cosB, +1, cosh,)

4)
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2.3.- Ecuaciones de Euler-Lagrange

Obtenida la energfa cinética y la energfa potencial del sistema,
procedemos a encontrar el Lagrangiano. El Lagrangiano se
define como:

Llﬁqrr)'.- guy = Fi— b}?

Donde gin ¥ ¢y son las coordenadas generalizadas del sis-
tema de péndulo doble invertido definidas como:

)

El lagrangiano para el sistema del péndulo doble invertido se
define como:

1 .2 1 fi . 2
mem:Emu% +Em1[(qutra+flq1:sncnsq1:r:)

: |
+(dyinsengn’] +Efqu i)

1 . . . 6)
+Em2[(qum+L1:3'1mcnsqlcn—i-fzqzmcns g m)g

+(Ldntinsengun+Ld, (:Jse}sqzm)z]
j—
+E{ﬁ§iﬂ_m1€;1 Co8 gy —M,g( L cosgy +cosgy)

Las ecuaciones diferenciales de primer orden que describen el
comportamiento dindmico del sistema las obtenemos a partir
de las derivadas respecto de los vectores qu3 y €y respecto
del tiempo del Lagrangiano, es decir calculando las ecuaciones
de Euler - Lagrange e igualdndolas a las fuerzas y momentos
generalizados aplicados al sistema: (Q=U+F).

Las ecuaciones de Euler-Lagrange en notacién vectorial estdn
definidas como:

d Oy i
— T = =T+F
i [ oq ] g %

7)
Donde, L=Eu«-E,, U=[u 0 0] y
F=[- Sgn(gn)uqu i Sgn(gJBlél — Sgn(gg)ngg ]j"

Donde, i es la entrada de control (ley de control), F es el tér-
mino de friccién viscosa en cada una de las junturas del sistema
de péndulo doble invertido. K, es la constante de friccién de
coulomb, N la normal al sistema de péndulo doble invertido,
B, constante de friccidn viscosa en la juntura carrito - primer
pénduloy B, constante de friccién viscosa en la juntura primer
péndulo — segundo péndulo.

Por consiguiente las ecuaciones de Euler — Lagrange quedan como:

%[%]—% = 23y 22z +a02, Mg +(ady +00, 1 0 cosgy
+andyd cos gy — (agd) +”22L1)Q-'1259’3‘?1
— rydad seng, = w—sgnldy U, M
%[%]—% =imd, +mol)dacnsg + md] +my L + 1)
g Loladds cos(gy — ) + ma Lol senla —a)
—(mydy +imy Ly dgrerngy = —sgnidy) Bidy
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& 2L oL . -
T { 3, }_ EP =l d, cosg, +my L4 G cos(g —g,)

+ (gl + I 08, — g Lo sen(gy — g0)
e mg"zg ESerng, = — 581'1(@’; )ng-.;

En forma matricial compacta:

M + N o + G = Qu.qu ®)

Donde:

I b2 ccs gy
MMiq)— Mhcosg, o
Wreosg, Meoos(y -q,)

MMzcosg,
Msecslg, g,
s

M(q): Es una matriz simétrica y no singular y es llamada matriz
de masa generalizada del sistema.

0 Mg seng,
Nig.@d=|0  sgnig
0 Mhggsen(s -4,)

Mg seng,
Mugi:senlg, - g,)
Egm:a: ] Bﬂ

1
Gig) =| -M.gseng,
M gsens,

1
Qiq,q)=|0
0

u=rz—sgni{g,)n, N
Con:
M:=m,—m —m,

& 2
Mu—wmd e i — [ 2:311 | 2, JL

M= f, — 2 i, i,
z
R

: 1 . 3
Ms—mf +m Dl —F - t l "+, Jl{
Me=m L1, = é w, L L,

M= i+, = %msﬂz

MN=(m,+m tim)g=Mg

Mw : Matriz de Inercia generalizada

Nea : Término de Coriolis, explica la variacién de la rapidez
de los brazos del péndulo por la variacién de su posicién
angular.

G : Término gravitacional

Qu.ar : Matriz de Fuerzas y/o momentos generalizados

aplicados.

3. REPRESENTACION EN EL ESPACIO DE ESTADOS

3.1 Modelo de Estado no lineal

Nos encontramos frente a un sistema no lineal que puede
ser descrito por un niimero finito de ecuaciones diferenciales
ordinarias, dadas por la ecuacién matricial:

)

G = -M'NG+ MQu - MG



Representaremos las ecuaciones en una forma compacta no
lineal por la ecuacién diferencial vectorial de primer grado
(ecuaciones de estado no lineales), que en sistemas continuos
es de la forma:

x =f(x,u) (10)

Donde x es el vector columna de variables de estado y u es el
vector columna de entradas de control. Para escribir nuestro
sistema como (10), elegimos como variables de estado:

x=[q 4

Por consiguiente reformularemos las ecuaciones de Euler—

ek

Lagrange como un sistema en &° de ecuaciones diferenciales
ordinarias de primer orden, a partir de:

I:D : :| |: A ] |: . :|
Tp- i+ -l u+ -1
0 M DMTQ MG

Por tanto, las ecuaciones diferenciales de primer orden del
sistema no lineal de péndulo doble invertido son:

(11)

561 :ﬁ(x,u) = X4
Xffz(x,u) =Xs
%3= o = Xo

—_

X4= ]Z ’ )= - [MEMAMasen(xz)‘MLMSICOS(xz‘x,x)ﬁn(xx)‘MaMasMscos(x})Sen(xz‘xs)]xg
sgn(x5) B, [M,M;cos(x,)-M; M cos(x;) cos (,-65) 15

MMM gsen (xe;)-M 3 MZcos (x,-x;)sen () + M, M Mcos(x)sen (-6 1

\,.—-\,T;—\,T»—‘ =

- ——sgn(xg) B, [M, M cos(x,) cos(e,-56;)-M; M cos (x6;) 1
- % [M3Mgcos(x,)sen(x,)-M, MM geos(x,-x;)sen (x,-xs) +M§M4gcos(x3)sen(x3)]

M M-M:cos2(x,-x;) Ju

VL‘

=

[IM3Mcos(x,)sen(x,)-M,M;Micos(x;)sen(2x,-x,)+ M, MZcos(x, x;)sen(x,-x;) Jx2

%5= fse ="
%sgn(xs)& [Micos'(e)-M, Ml
- % M, MM cos(x6,)sen ;) -M3Mscos(xe;)sen(oe,) + M, MsMsen (x,-x) 1x¢
- %sgn(xs)B (M, M cos(x,) cos(x3)-M; Mscos(a,-x3) |x
% [M, M, Mgsen(x,)-M,Migcos(x;)sen (x;-x;)- M, MM geos(x,-x)sen(x;)]
- % [M,Mcos(x,)-M3M;cos () cos(e,-x5) Ju
X6= foow = 1 [MiMscos(xz)sen(x3)—MlM3M4cos(x3)sen(xz)+ MIM,.MSsen(xz—xj)]xg
- %sgn(xs)ﬁ1 [M,M;c0s(x)cos (x5)-M; M cos(oe-x3) x5
- % [M,M;Mic0s(3,)sen (e,-2x5)-M3M,c0s (x;)sen (x;)- M, MZcos (-2 )sen (ey-;) 132
- %sgn(xs)Bz (M, M,-M2cos2(x)]x;

- % [M, M, M gcos(,-x;)sen(x,)-M;Mgoos(x;)sen (x,-x;)- M, MM gsen(x;)]

% [M,M;cos(x,)cos(x,-25)-M3Mcos (o) [u

A = MMM + 2M,M;Mc0s(x,)cos(x;)cos(x,-x;)
- M2Mcos’x; - M MZcos?(x,-x3) - M2Mcosx,

Y asi las ecuaciones diferenciales en términos de las variables
de estado elegidas, se presenta como:

X fujx.u;

i=foow — 7|5 | xeR yuek (12)
k'
¥, fc‘u;u.

El sistema del péndulo doble invertido estd ahora descrito bajo
la forma de la ecuacién (10).

3.2 Modelo de Estado Lineal

El modelo de estado representado por las ecuaciones (10)
es efectivamente un modelo no lineal, caracteristica comtn
de la mayorfa de los sistemas fisicos. Cuando disponemos
del modelo no lineal de un sistema fisico es importante
proceder a la linealizacién del modelo matemdtico obtenido
del sistema.

El proceso de linealizar sistemas no lineales es importante,
porque permite aplicar numerosos métodos de andlisis lineal
que proporcionan informacién acerca del comportamiento
dindmico de los sistemas no lineales.

Los términos no considerados son lo suficientemente pequefos;
dado que las variables consideradas s6lo se desvian ligeramente
de la condicién de operacién. En nuestro caso estamos
interesados en el comportamiento de la ecuacién no lineal para
una entrada y un estado de operacién apenas perturbado de
los valores nominales.

Por lo que el sistema se comporta linealmente si lo operamos
en un punto apenas perturbado de los valores de referencia o
sea cerca de la condicién de equilibrio X, con u =0, tal que
0 que es la posicién de equili-

satisfaga la ecuacién: X, = fix,q.

brio del sistema y obtenemos:

fl =Xy

=%

fex (13)
fi= %/ MogM:Ms- MuMoxr Al, MigM,M;- M3M4)x3+%[ (MM~ MM,)B,s;

MM MM B+ L MM Miu
! !

= 5 Mg M ML MMM MM L MEMMOB
#3 MM MM)Buts L MM, MMOu

fo= % MgM,Ms- MiM)(e)+ A% Mig(M, M- Mi)xs+ A% (M;M;- M;M;)B,xs

M MMBr-L MM MM

Ay = MMM+ 2M,M;M; - M2M, - M,M2- M3M
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Las salidas del sistema se establecen como:
M =X
Yo =% (14)
Y3 =X

Quedando de esta forma el sistema lineal totalmente definido
a partir de las ecuaciones de estado:

xn = Axay+ Buw

- R (15)
yo =Cxu+ Duw
Donde:
0 a a 1 1} 1}
0 a a 1] 1 1}
e 0 a a 1] 1} 1
0 a, ta, a, O a,ta, a,
a 2y tay 2 0 g, ta, 2
0 =8, —dy +au +aﬂ1 oy +aﬂ1 0 =0~y +aﬂ5 +au. " +au
0
i
7 1 00000 4]
B= b' t-{o0 1 00 0 0ol b=|o
! o1 1 o000 0
by
—b, =5,
Con
1 i
o GO, M) o= e -wn,)
v "
1 1
g5 = I (M'zNIﬁ = MANIS)Bl gy = I(Mzhﬂa _M?I\{[S)B‘!
v i’
1 1
5 =IMQS(MM5 _M:) asz=I zg(M'amz_Mlms)
v v
1 1
G = I(I\'ﬁ = MIIVIE)BI Gy = e (MIMS _M?MB)B'!
:
1 1
L =IMQS(N[aMs _MINIS) i =&_M33(M|M1_Nﬁ)
¢ t
1 1
gz = e (MIMS —MQMJB, G = e (M: = Mlhdd)ge
¢ ¢
1 5
ay =_('\:LI[\':1'S I\"ls)
4,
By = AL(MN, “MAL)
By — A‘—(Mzmﬁ —MAL)
t Y

'y [ s 2

Sistema lineal en variables
A de estado. Lazo abierto
Figura 3.1

~
B W,
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3.3.- Pardmetros para el ejercicio de simulacién
del sistema de péndulo doble invertido.

m=10Keg m=04Ks m=02Kg [ =02m L,=04m g=98mis

Respecto de la friccién de coulomb y la viscosa estas son
importantes para la estabilidad del sistema, ademds las fricciones
no son linealizables. La simulacién inicialmente se realizé
tomando valores comunes para la friccién de coulomb vy la
viscosidad y luego a modo de prueba y por comparacién se
realizé la simulacién considerando las fricciones despreciables.
Los valores escogidos para estas fricciones fueron:

U, =015 B =8 =02 sm

Relacién entre los pardmetros del sistema. Para la seleccién de
los valores de pardmetros mds adecuados para la simulacién y
validacién del sistema de péndulo doble invertido, se hicieron varias
pruebas con diferentes valores para tales pardmetros, al realizar estas
pruebas encontramos algunas relaciones interesantes entre ellos.

e Paraeladecuado desempeno de la simulacién del sistema
de péndulo doble invertido se requiere que siempre sea
la masa del primer péndulo (m;) mayor que la masa del
segundo péndulo (m,).

* Aunque no necesariamente de manera simultanea se
requiere para el adecuado desempefio de la simulacién
del sistema, que la longitud del primer péndulo (L,) sea
menor que la longitud del segundo péndulo (L,).

Los valores numéricos de las matrices del sistema son:

0 0 0 1 i} 0

0 0 il 0 1 il
Tl il i} il il 1] 1

0 43377 04820 0 09836  —0.2459

0 963934 433770 0 -13.5248 22.1311

0 1156721 1108525 0 1.2285 —56.5574

R
—6,1475

3770

Las raices de la ecuacién caracteristica son:

A=[343 180 0 0 -153 —60.0]
Matriz de controlabilidad.
0 90e! 78 38 a2le® 1.26%)
D 61 2567 a4 T79eY 477
one| 174 426" 26e™ 16 9.3
o0t 78 33 21t 12 747
61 256 148 79e% 4787 23e”
| 74 42e% 6e™ 15ef 9367 546




El sistema del péndulo doble invertido es inestable, debido a
la presencia de dos raices caracteristicas positivas. La matriz de
controlabilidad es de rango completo por lo tanto el sistema es
totalmente controlable.

La descomposicién en valores singulares de la matriz de
controlabilidad, nos da seis valores diferentes de cero, numero

igual a los estados definidos del sistema.

0=[ﬁ.29119*9 741%™ 151658 06487 06220 D.1462]

La medida de controlabilidad del sistema linealizado la podemos
conocer a partir del nimero de condicién de la matriz de
controlabilidad, el cual se obtiene por la razén entre el mayor
y el menor valor singular. Esto es; nimero de condicién
de controlabilidad: 4.3028 e*°. Entre mds grande sea este
ntmero [4], [15] menos controlable es el sistema. Este ndmero
da una indicacién de la dificultad inherente a la estabilizacién

del sistema.
4. ContrOL OPTIMO

Para obtener la ley de control, las ecuaciones de Euler-Lagrange
se reformularon en un sistema de seis ecuaciones diferenciales
ordinarias de primer orden. El disefio de control éptimo para
sistemas no lineales como es el caso del SPDI, requiere por lo
general una solucién numérica [4] que llega a ser prohibitiva

computacionalmente.

I i i z & y

1} e et | > ¢

Sistema lineal en

'S 4 [l variables de estado.
Lazo cerrado

“ Figura 4.1

4.1 Regulador Linear Cuadrético

El disefio de control 6ptimo se dirige a estabilizar el SPDI
minimizando un funcional de costo cuadratico:

J= j]m L(x, ukir (16)

en donde L(x, u) es una funcién cuadritica o una funcién
hermitiana de x y u, y producird la ley de control lineal:

ll(ﬁJ:—K_X(u (17)

Donde K es una matriz de p x n:

u o kg e B |8
Lol Ky Ky Ky, X,
U, kpl kp g B || %

y el indice de desempefo cuadrdtico se obtiene mediante:
o] = J-m (x*Qx+u*Ruk# en donde Q es una matriz hermitiana
o simétrica real definida positiva (o semidefinida positiva), R
es una matriz hermitiana o simétrica real definida positiva y u
no estd restringida.

El disefio de los sistemas de control éptimo y los sistemas
reguladores dptimos basados en tales indices de desempefio
cuadréticos se reducen [18] y [19] a la determinacién de los
elementos de la matriz K. Una ventaja de usar el esquema
de control éptimo cuadrdtico es que el sistema disefiado serd
estable, excepto en el caso que el sistema no sea controlable.

El sistema de control éptimo se basa en minimizar el indice de
desempenio, que para los sistemas con vectores reales y matrices
reales, se presenta que:

J= j: (x"Qx+Ru’ ¥ (18)

El regulador cuadritico lineal produce una solucién éptima
cuando la dindmica del sistema es lineal. Como ya vimos el
SPDI no es lineal, pero su linealizacién alrededor del punto de
operacién escogido, hace posible derivar una solucién lineal
aproximada para el problema de control optimo.

La solucidén continua del LQR se obtiene por: way = —Kxm
donde: K =R 'B"P, en donde P es la solucién de estado

estable de la ecuacién diferencial de Riccati.
4.2. Determinacién de las matrices de ponderacién

No existe ciertamente una guia para la seleccién de las matrices
de ponderacién Q y R, excepto determinarlas por intuicién
y experiencia [4], [14] y [20]. En este sentido se realizaron
diferentes pruebas con distintos valores para tales matrices,
siendo la mejor seleccién encontrada, la siguiente:

Q =diag[400 1000 500 0 0 50]
R=2

Conviene notar que en la bibliografia consultada nos
encontramos con diferentes valores para estas matrices. Por
ejemplo en el citado trabajo de Alexander Bogdanov, [20] se
ponderan todas las variables de estado con distintos valores
diferentes de cero, en tanto que en los trabajos, también citados

deJ. Rubi, A. Rubio y A. Avello [15] y en el de Eltohamy y Kuo
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[4], se ponderan algunas variables de estado con distintos valores
diferentes de cero. En todos los casos, las variables ponderadas
con valores diferentes de cero son justamente la posicién del
carrito y la posicién del primer y segundo péndulo. Con la
seleccién encontrada obtuvimos por simulacién en matlab, la
matriz de ganancias siguiente:

K=[14.1421 3356128 A509943 3189772 284131 23.1808]

y las raices en lazo cerrado, siguientes:
h=[174+ 7148 -178 -549 -13% -706]

La mayor frecuencia encontrada para el sistema es de 70.6

(rad/s).
5. RESULTADOS
5.1. Simulacién del sistema en tiempo continio.

La simulacién del sistema de Péndulo Doble Invertido en
un carrito, se realizo con el programa Simulink. Las figuras
presentadas abajo nos presentan los resultados de esta
simulacién. Para la simulacién del sistema no lineal y lineal, en
tiempo continuo, lazo cerrado se utilizé un pulso de duraciéon
de 2 segundos como sefial de entrada. Figura 5.1.
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Pulso de entrada. Figura 5.1

Modelo no lineal en lazo abierto. La figura 5.2 nos ensefia
el comportamiento del sistema no lineal en lazo abierto. Los
integradores en la simulacién se ajustaron condiciones iniciales
diferentes de cero, es decir se parte de un sistema ligeramente
perturbado. A saber: xp—[01 01 01 01 01 01]. El tiempo de
simulacién considerado fue de 10 segundos.

El carrito se mueve a una posicién arbitraria pero definida. El
péndulo inferior (linea roja) cae hacia & radianes, es decir busca
la posicién de equilibrio estable (péndulo no invertido) en tanto
que el péndulo superior (linea azul) se mueve en direcciéon
contraria al primer péndulo y busca alinearse formando un
dngulo de cero grados (0°) con el primer péndulo. Recuérdese
que se esta tomando el dngulo del segundo péndulo respecto
del primer péndulo.
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Sistema no lineal en lazo abierto. Figura 5.2

Modelo lineal en lazo abierto. La simulacién del sistema
linealizado en lazo abierto, figura 5.3, presenta un sistema
inestable, siendo evidente después de aproximadamente 200
milisegundos.

A K

ShORL AEE B A w

Sistema lineal en lazo abierto. Figura 5.3

Modelo no lineal en lazo cerrado. Ahora veamos el sistema
en lazo cerrado. La figura 6.4 nos presenta la simulacién del
comportamiento de las trayectorias del carrito y de cada uno de
los péndulos, el inferior y superior, una vez se aplica al sistema
no lineal la matriz de ganancias K obtenida en la estabilizacién
optima del sistema.

Sistema no lineal en lazo cerrado. Figura 5.4



Para la simulacién se aplicé un pulso de duracién 2 segundos
como el mostrado en la figura 6.1 y alos integradores para cada
una de las variables de estado se les dieron condiciones iniciales
diferentes de cero, asi: xc: — [0.1 0.1 01 01 01 0.1]

De esta manera consideramos el sistema no lineal inicialmente
perturbado y simulamos su comportamiento aplicando el
regulador lineal cuadrdtico.

El tiempo que se considerd para la simulacion del sistema no
lineal en lazo cerrado fue de 60 segundos.

La simulacién nos muestra inicialmente un sobrepaso importante
en el carrito pero luego de 15 segundos aproximadamente
disminuyen la amplitud de sus oscilaciones y se mantiene
oscilando a derecha e izquierda garantizando la estabilidad
del péndulo. A partir de los 10 segundos, el sistema no lineal
alcanza su asentamiento, alrededor del punto de operacién
considerado.

Modelo lineal en lazo cerrado. La simulacién del sistema lineal
en lazo cerrado, figura 5.5, presenta un similar comportamiento
que en caso del sistema no lineal.

R

Sistema lineal en lazo cerrado. Figura 5.5.

No obstante para el sistema lineal el asentamiento se presenta
aproximadamente a partir de los 4 segundos de simulacién. El
tiempo que se considerd para la simulacién del sistema lineal
en lazo cerrado fue de 10 segundos.

5.2. Sistema en Tiempo Discreto.

Como se vio antes la simulacién en tiempo continuo en lazo
cerrado nos presenté una méxima frecuencia de 70.6 (rad/s).
De acuerdo al criterio de nyquist, consideramos un tiempo de
muestreo Ts= 0.001 s para la discretizacién del sistema. Respecto
de las matrices de ponderacién consideramos los mismos valores

con los que simulamos el sistema en tiempo continuo.

Q=diag[400 1000 500 0 0 50]y R=2

Matrices en tiempo discreto. Las matrices del sistema obtenidas
una vez la discretizacién son las siguientes:

1 —214860% 2295%7 107 433837 —1.170%7
] 1 —2118%F 0 99329e* 10803
G=D —5.674327 1 0 58l67e” 97127
0 —42770e” 44779 1 97470e7 228237
0 94497 413882 0 98663 21350
10 -1.124le” 10773 0 11308¢* 94507 | Y
[ 44952¢ 7
—30532e
o 15IRRe™
2.9777e
~6.4i263¢ "
AR .

Los valores obtenidos por simulacién en matlab de la matriz de
ganancias para la estabilizacién del sistema en tiempo discreto,
son los siguientes:

K=[139653 3343388 6435271 313844 230649 223717]

Sistema discreto en lazo abierto. La simulacién del sistema en
tiempo discreto como se aprecia en la figura 5.6 nos ensena el
sistema inestable.
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Sistema discreto en lazo cerrado. En lazo cerrado la simulacién
del sistema en tiempo discreto, figura 5.7, manifiesta un
comportamiento similar al de tiempo continuo, en cuanto al
hecho que inicialmente se presentan ligeras oscilaciones del carrito
y de los dos péndulos, pero luego después de aproximadamente
3500 instantes de muestreo, el sistema alcanza su asentamiento
alrededor del punto de operacién determinado.
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Figura 5.7.
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5.3 Simulacion del sistema del péndulo doble

invertido con friccion despreciable

La simulacién del sistema de péndulo doble invertido
montado en un carrito, considerando las fricciones de
coulomb y viscosa despreciables, presenta resultados similares
a los anteriores tanto en tiempo continuo como en tiempo
discreto. Por supuesto varian los tiempos de establecimiento
y las condiciones de oscilacién de los péndulos, en especial en
la simulacién del sistema no lineal y lineal en lazo cerrado.
Los resultados de esta simulacién se presentan igualmente
en este trabajo.

6. CONCLUSIONES

1. Laestrategia de control que seguimos para la estabilizacién
del SPDI, de control éptimo fue una acertada eleccién,
aunque present6 distintas dificultades, en particular en
cuanto al modelamiento matemdtico, la eleccién de las
matrices de ponderacién del funcional de costo cuadritico
y la determinacién de los mejores valores de los pardmetros
de simulacién particularmente los de las fricciones de
coulomb y viscosa.

2. Losresultados obtenidos tanto en para el sistema linealizado
como para el sistema no lineal y tanto en tiempo contindo
como en tiempo discreto son adecuados y por lo menos en
la simulacién nos presentan una estabilizacién del sistema
adecuada.

3. El modelamiento matemdtico obtenido del sistema es
valido y se concilia de manera importante y acertada, con
los modelos matemdticos encontrados en la bibliograffa
consultada.

4. La simulacién del sistema no lineal en lazo abierto en
tiempo continto, valida adecuadamente el modelo
matemdtico y permite predecir la dindmica del sistema
no lineal con suficiente precisién.

5. Eltrabajo realizado interviene en lo que es modelamiento,
control y simulacién de sistemas y resulta para la
Universidad en una importante contribucién en la
introduccién al estudio de los sistemas de péndulos
invertidos.

6. En nuestro caso no se considerd la necesidad de disenar
observadores de estado, en particular porque el sistema
siendo completamente observable tanto en tiempo
contintio, como en tiempo discreto, todos los estados del
sistema son medibles.
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